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ЧИСЛЕННО-АНАЛИТИЧЕСКИЙ МЕТОД РЕШЕНИЯ ОБРАТНЫХ ЗАДАЧ ДИФРАКЦИИ ВОЛН  
НА НЕОДНОРОДНОМ СЛОЕ 
 
Предложен численно-аналитический метод решения обратных задач определения профиля относительной диэлектриче-
ской проницаемости неоднородного слоя по частотной зависимости коэффициента отражения монохроматической плоской электро-
магнитной волны. В основе этого метода лежит идея сведения исходной обратной задачи к задаче оптимального управления для 
уравнения Риккати. Построение решения этой задачи использует численно-аналитический метод решения для прямых задач ди-
фракции монохроматических плоских волн на неоднородном слое и предложенный алгоритм расчета градиента сглаживающего 
функционала невязки. На основе разработанных алгоритмов решения прямых и обратных задач дифракции волн на неоднородном 
слое был проведен ряд численных экспериментов, демонстрирующих эффективность предложенного подхода к непрямому опреде-
лению параметров такого тип структур. Ил. 9. Библиогр.: 19 назв. 
Ключевые слова: обратная задача, коэффициент отражения, функционал невязки, метод регуляризации. 
 
В работе рассматриваются некоторые  
вопросы численного решения обратных задач 
дифракции монохроматических электромагнитных 
волн на слоисто неоднородных средах (электро-
магнитные свойства таких сред зависят только от 
одной пространственной координаты). Эти задачи 
находят широкое применение в таких областях, 
как дистанционное зондирование и диагностика с 
помощью электромагнитных волн окружающей 
среды [1], томография и неразрушающий конт-
роль слоистых структур [2] и т. д. 
В математическом отношении обратная 
задача определения электромагнитных свойств 
(диэлектрической и магнитной проницаемостей и 
т. п.) сред сводится к определению коэффициен-
тов системы уравнений Максвелла по известному 
на некоторой поверхности электромагнитному 
полю. Когда эти коэффициенты являются функ-
циями только одной пространственной перемен-
ной (слоисто-неоднородные среды) для решения 
соответствующих одномерных обратных задач, 
был предложен ряд строгих в математическом 
отношении методов (например [3–8]). Общим 
недостатком этих методов является то, что вход-
ные данные (как правило, это коэффициент отра-
жения или прохождения для неоднородных сред) 
должны быть известны точно, по крайней мере, 
на конечном диапазоне частот. Однако для мно-
гих приложений эти входные данные получаются 
в результате экспериментальных измерений на 
дискретном множестве частот и, следовательно, 
известны только с определенной погрешностью. 
Поэтому использование строгих методов для чис-
ленного решения обратных задач восстановления 
материальных параметров неоднородных сред по 
экспериментально измеренным входным данным 
представляется проблематичным [9].  
Альтернативой указанным выше методам 
могут быть методы, основанные на минимизации 
функционала невязки между результатом измере-
ний и численного решения прямых задач дифрак-
ции [10–13]. Задача минимизации функционала 
невязки является некорректной [14], и для ее ре-
шения необходимо применять методы регуляри-
зации [15]. Кроме того, существует проблема вы-
бора начального приближения, которая не имеет 
эффективного решения. Использование методов 
минимизации влечет необходимость многократ-
ного решения прямых задач дифракции, что тре-
бует высокого быстродействия и устойчивости 
численных методов решения таких задач. 
Все эти проблемы указывают на необхо-
димость разработки эффективных и надежных 
численных методов решения обратных задач, 
учитывающих как наличие погрешностей во 
входных данных, так и отсутствие хорошего на-
чального приближения для методов минимизации 
функционала невязки. 
Целью данной работы является разработ-
ка численно-аналитического метода решения об-
ратных задач определения профиля относитель-
ной диэлектрической проницаемости неоднород-
ного слоя по частотной зависимости коэффициен-
та отражения монохроматической плоской волны. 
В основе этого метода лежит идея сведения ис-
ходной обратной задачи к задаче оптимального 
управления для уравнения Риккати. Построение 
решения этой задачи использует численно-
аналитический метод решения для прямых задач 
дифракции монохроматических плоских волн на 
слоисто-неоднородных средах [16] и предложен-
ный алгоритм расчета градиента сглаживающего 
функционала невязки. 
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1. Постановка задачи дифракции и ал-
горитм решения. Геометрия задачи представле-
на на рис. 1.  
 
 
 
 
Рис. 1. Геометрия задачи 
 
Рассмотрим слой { }0,, <≤−∞<<−∞= zhyxD , 
заполненный изотропной магнитодиэлектоичес-
кой средой с зависящими только от одной коор-
динаты z относительными диэлектрической и 
магнитной проницаемостями )(),( zz μμεε == . 
Предполагается, что полупространства 0>z  и 
hz −<  заполнены однородной средой с относи-
тельными диэлектрическими и магнитными про-
ницаемостями .1,1 == με  
Из полупространства 0>z  на слой пада-
ет монохроматическая плоская волна частоты ω  
с волновым вектором ,k
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где α  – угол между kG  и осью z; ,ck
ω=  c – ско-
рость света в полупространстве 0>z . В даль-
нейшем временной множитель tie ω−  в (1) будем 
опускать. Задача состоит в определении электро-
магнитного поля, возникающего в результате ди-
фракции волны (1) на слое D. Из уравнений Мак-
свелла следует, что эта задача сводится к нахож-
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а на границах слоя – условиям сопряжения: 
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Здесь ( )αα sincos00 yzikeEU −−= , а функции 
)(zε  и )(zμ  определяются по формулам: 
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Кроме условий (2)–(4), функция ),( zyU  
должна удовлетворять условию излучения в по-
лупространствах 0>z  и hz −<  [17]. 
Легко установить, что с помощью функ-
ции ),( zyU  компоненты поля дифракции опре-
деляются следующим образом: 
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Построение решения задачи (2)–(4) осно-
вано на использовании численно-аналитического 
метода, предложенного в работе [16]. Далее дано 
краткое изложение этого метода.  
В дальнейшем удобно ввести безразмер-
ные переменные hyyhzz == ,  и частотный 
параметр kh=κ , где h – толщина слоя. Тогда, 
применяя метод разделения переменных к урав-
нению (2) и учитывая условия излучения в полу-
пространстве 0>z  и 1−<z , получим следующее 
представление для функции ),( zyUU = : 
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Здесь TAR ,, ± – неизвестные величины, а 
функции )(zu±  являются линейно независимыми 
решениями обыкновенного дифференциального 
уравнения второго порядка 
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Пусть )(zu±  – решения уравнения (7), 
удовлетворяющие при 1−=z  условиям: 
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где ακμ cos)1(−=q . Очевидно, что если 0≠q , то 
)(zu±  – линейно независимые функции. Тогда, 
подставляя (6) в условия сопряжения (4), получаем  
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Следовательно, функция ),( zyU  внутри 
слоя D  имеет вид 
).(),( sin zuTezyU yi −= ακ                        (10) 
Для определения величин R  и T  доста-
точно воспользоваться условиями сопряжения (3) 
на верхней границе слоя 0=z . Тогда будем иметь:  
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Таким образом, решение задачи (2)–(4) 
определяется по формулам (6), (10) и (11), (12). 
Величины 0ER  и 0ET  являются коэффициен-
тами отражения и прохождения, нормированными 
на амплитуду возбуждающей плоской электро-
магнитной волны (1). Как следует из (11) и (12), 
коэффициенты отражения и прохождения выра-
жаются через решения ( )zu−  уравнения (7).         
В работе [16] был предложен эффективный чис-
ленно-аналитический алгоритм построения реше-
ния такого типа уравнений. Следуя этой работе, 
изложим результаты, лежащие в основе построе-
ния этого алгоритма. 
Будем предполагать, что функция )(zε  
является кусочно-непрерывной, а функция )(zμ  – 
дифференцируемой и 0)( ≠zμ  при 01 ≤≤− z . 
Требуется построить решение задачи 
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где .cos)1()( ακμ −=zq  
Ключевым моментом [16] является све-
дение этой задачи к задаче Коши для уравнения 
Риккати. С этой целью введем новую неизвест-
ную функцию )(zV  по формуле: 
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Тогда из (13), (14) получаем ( ) ( )
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Итак, задача (13), (14) эквивалентна зада-
че Коши для уравнения Риккати (16).  
Приближенное решение этой задачи Ко-
ши можно получить с помощью следующего ал-
горитма. Аппроксимируем интервал 01 <<− z  
конечным числом точек ),1(1 −+−= nz Nn δ  
−−== NNNn N ,1
1,...,,2,1 δ натуральное число. 
Пусть искомая функция )(zV  принимает в этих 
точках значения )( nn zVV = . Требуется опреде-
лить ( ) .1NnnV =  Для этого проинтегрируем уравне-
ние (16) в пределах от nz  до 1+nz . Тогда получим 
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Предполагая, что N  является достаточно 
большим числом, аппроксимируем интегралы в (18) 
двухточечной формулой трапеции, таким обра-
зом, имеем 
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Следуя [16], из (19) получаем  
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Здесь 
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Рекуррентная формула (20) позволяет по-
следовательно вычислять значения nV , если из-
вестно значение iqVV −=−= )1(1 . Можно пока-
зать, что погрешность формулы (20) будет вели-
чиной порядка 2Nδ . Таким образом, формула (20) 
дает явное вычислительное правило расчета при-
ближенных значений ( )NnnV 1=  решения задачи 
Коши на заданной сетке ( )Nnnz 1= , аппроксими-
рующей интервал 01 <<− z . 
Представим формулы (11), (12) для      
коэффициентов отражения и прохождения с по-
мощью функции ( )zV . Используя (15), получаем 
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Из (20) следует, что ,)0( NVV ≈  а экспо-
ненциальный множитель в (23) можно вычислить 
по рекуррентной формуле 
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Как будет показано далее, алгоритм ре-
шения задачи дифракции, основанный на форму-
ле (20), является одним из базовых элементов при 
построении решения обратных задач дифракции – 
восстановления материальных параметров среды 
слоя по значениям коэффициента отражения 
(прохождения), заданного на конечном множест-
ве частот возбуждающей плоской волны. 
2. Обратная задача дифракции и алго-
ритм решения. При рассмотрении задачи ди-
фракции (2)–(4) предполагалось, что материаль-
ные параметры )(),( zz με  среды, заполняющей 
слой, являются известными функциями коорди-
наты z. Результатом решения такой прямой зада-
чи выступает дифракционное поле (коэффициен-
ты отражения и прохождения). Обратная задача – 
определение материальных параметров среды, в 
математическом отношении, сводится к опреде-
лению коэффициентов уравнения (2) по извест-
ному на некоторой поверхности дифракционному 
полю, которое, как следует из (6) и (22), (23), 
полностью определяется, если известны амплиту-
да возбуждающей волны (1) и частотные зависи-
мости коэффициентов отражения и прохождения. 
В свою очередь коэффициенты отражения и   
прохождения выражаются, согласно (22), (23), 
через решение задачи Коши для уравнения Рик-
кати (16), (17). 
На основании вышеизложенного можно 
сформулировать следующую обратную задачу 
дифракции. Пусть известны: h – толщина слоя D, 
амплитуда возбуждающей волны (1), частотная и 
угловая зависимость нормированного на ампли-
туду возбуждающей волны коэффициента отра-
жения (прохождения) ),( ακR  ( ),( ακT ), ,kh=κ  
20
πα ≤≤ . Требуется определить материальные 
параметры )(),( zz με  среды, заполняющей слой D. 
В дальнейшем, не ограничивая общности, 
будем предполагать, что относительная магнит-
ная проницаемость среды 1)( =zμ , а угол падения 
возбуждающей волны 0=α  (нормальное паде-
ние). Обобщение на случай 1)( ≠zμ  и 0≠α  не 
встречает принципиальных трудностей. Построе-
ние решения обратной задачи в этом случае, хотя 
и содержит некоторые особенности, тем не менее, 
может быть получено по аналогичной схеме, как 
и в случае 1)( =zμ , 0=α .  
Итак, обратная задача состоит в следую-
щем. Требуется определить функцию )(zε  на 
интервале 01 ≤≤− z  по известной частотной 
зависимости коэффициента отражения )(κR , 
∞≤< κ0 . При этом функции )(zε  и )(zV  внутри 
интервала 01 <<− z  должны удовлетворять 
уравнению  ( ) ( ) 0)( 22 =++ zzVzd zdV εκ          (25) 
и на концах интервала условиям: 
 
;)1( κiV −=−                        (26) 
 
.1)(
1)()0( +
−= κ
κκ R
RiV          (27) 
Используя результаты, полученные в ра-
боте [7], можно показать, что функция )(zε  одно-
значно восстанавливается по )(κR  при .0 ∞≤< κ  
Однако с практической точки зрения коэффи-
циент отражения, как правило, известен на ко-
нечном множестве частот. Это обстоятельство 
сильно затрудняет использование известных тра-
диционных методов решения одномерных обрат-
ных задач дифракции [3–7]. 
В этой связи переформулируем поста-
новку задачи (25)–(27) как задачу оптимального 
управления, для чего введем целевую функцию Φ 
следующим образом. Пусть коэффициент отра-
жения )(κR  известен на конечном множестве 
значений частотного параметра ,...,,1, Pmm =κ  
)( mm RR κ= . Введем вместо )(zV  функцию 
κizVzW )()( = . Тогда функция )(zW  должна удов-
летворять уравнению ( ) ( ) 0)(2 =−+ zizWizd zdW κεκ                        (28) 
и условию 
1)1( −=−W .                                     (29) 
По заданным значениям mR  с помощью (27) 
определяем 
1
1
+
−=
m
m
m R
RW . Пусть ),0( mm WW κ=  – 
решение задачи Коши (28), (29) для некоторой 
функции )(zε . Тогда в качестве целевой функции Φ, 
зависящей от )(zε  и частотного параметра mκ , 
будем рассматривать функционал  
2
1
1)( ∑
=
−=Φ
P
m
mm WWP
ε .                       (30) 
 
Задача оптимального управления состоит 
в нахождении функции )(zε  (оптимальное 
управление) из определенного множества, при 
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котором функционал (30) достигает минимального 
значения на решении задачи (28), (29). В качестве 
множества, которому должна принадлежать 
функция )(zε , можно выбрать множество функ-
ций в виде 
∑
=
=
Q
n
nn zaz
1
)()( ψε ,         (31) 
где { }∞=1)( nn zψ  – линейно независимая система 
функций на интервале 01 ≤≤− z , например 
n
n zz =)(ψ . В этом случае целевая функция явля-
ется функцией от коэффициентов ( )Qnna 1=  и задача 
сводится к нахождению минимума (глобального 
минимума) функции, в общем случае, нескольких 
комплексных переменных. 
Таким образом, исходная задача сведена 
к задаче минимизации целевой функции (30).  
Алгоритм минимизации предполагает решение 
двух основных проблем. Во-первых, это пробле-
ма устойчивости, связанная с тем, что исходные 
данные (значения коэффициента отражения), как 
правило, задаются с определенной погреш-
ностью. Эта проблема решается на основе ис-
пользования вместо целевой функции (30) сгла-
живающего функционала  
)(1)(
1
2 εαεα Ω+−=Φ ∑
=
P
n
nn WWP ,          (32) 
состоящего из целевой функции, стабилизирую-
щего функционала и параметра регуляризации 
0>α . В настоящее время имеется большое разно-
образие устойчивых методов минимизации функ-
ционалов и выбора стабилизирующих функцио-
налов [14]. В качестве стабилизирующего функ-
ционала будем рассматривать  
 
,)(
0
1
*∫
−
=Ω zdεεε                                       (33) 
где ∗ – обозначает операцию комплексного со-
пряжения. 
Для осуществления процесса минимиза-
ции будем использовать метод сопряженных гра-
диентов [18]. Этот метод предполагает возмож-
ность эффективного вычисления как целевой 
функции, так и ее градиента для различных зна-
чений коэффициентов ( )Qnna 1= , с помощью кото-
рых диэлектрическая проницаемость определяет-
ся по формуле (31). 
 Выше был представлен численный алго-
ритм для построения решения задачи Коши (28), 
(29), который позволяет эффективно рассчиты-
вать целевую функцию. Аналогичный алгоритм 
имеет место и для расчета градиента целевой 
функции. Как будет показано далее, этот алго-
ритм основан на построении решений задачи Ко-
ши для линейного дифференциального уравнения 
первого порядка. 
 Вторая не менее важная проблема – это 
выбор начального приближения для алгоритма 
минимизации сглаживающего функционала.        
В общем случае эта проблема не имеет эффек-
тивного численного решения. Однако в случае 
малых значений частотного параметра c
hωκ =  
она может быть сведена к решению линейной 
системы алгебраических уравнений относительно 
коэффициентов ( )Qnna 1= . 
 Ниже представлены результаты по реше-
нию этих проблем. 
 Рассмотрим следующий алгоритм вычис-
ления градиента сглаживающего функционала (32). 
Как следует из (31), (28) и (29), сглаживающий 
функционал зависит от коэффициентов ( )Qnna 1= , 
задающих пробное значение диэлектрической 
проницаемости. Будем предполагать, что функ-
ции, образующие линейно-независимую систему 
{ }∞=1)( nn zψ , являются вещественнозначными 
функциями. При этом коэффициенты ( )Qnna 1=    
могут быть и комплексными числами. Поэтому 
разложение диэлектрической проницаемости 
)(zε  по функциям )(znψ  будем представлять в 
виде 
,)()()(
11
∑∑
==
+=
Q
n
n
I
n
Q
n
n
R
n zaizaz ψψε                        (34) 
 
где Rna  и 
I
na  – реальная и мнимая части комп-
лексного числа na . 
 Следовательно, сглаживающий функцио-
нал (32) является функцией от переменных Rna  и 
I
na , ....,,1 Qn =  Наша цель состоит в разработке 
алгоритма вычисления частных производных 
R
na∂
Φ∂ α  и I
na∂
Φ∂ α , ....,,1 Qn =  
 
 Из (32) имеем  
 
( ) nqQ
n
R
n
P
n
nnR
q
n
R
q
aaWW
a
W
Pa ∑∑ == +⎟⎟⎠
⎞
⎜⎜⎝
⎛ −∂
∂=∂
Φ∂
11
** 2Re2 αα ;(35) 
 
( ) nqQ
n
I
n
P
n
nnI
q
n
I
q
aaWW
a
W
Pa ∑∑ == +⎟⎟⎠
⎞
⎜⎜⎝
⎛ −∂
∂=∂
Φ∂
11
** 2Re2 αα .(36) 
 
Здесь 
 
.)()(
0
1
zdzza pnnp ∫
−
= ψψ                         (37) 
А. В. Бровенко и др. / Численно-аналитический метод… 
_________________________________________________________________________________________________________________ 
18 
Как следует из (35) и (36), для расчета 
градиента целевой функции достаточно вычис-
лить производные R
q
n
a
W
∂
∂
 и I
q
n
a
W
∂
∂
 при nκκ =  и 
0=z  для решения )(zWn  задачи Коши (28), (29). 
Легко показать, что R
q
n
I
q
n
a
W
i
a
W
∂
∂=∂
∂ , поэтому доста-
точно определить R
q
n
a
W
∂
∂
. Из (28), (29) получаем 
;0)(2 =−+∂
∂ ziuWiz
u
qn
q
nnn
q
n ψκκ                         (38) 
 
,0)1( =−qnu                         (39) 
 
где .
)(
)( R
q
nq
n a
zW
zu ∂
∂=  
 Таким образом, для нахождения 
)0(
)0( q
nR
q
n u
a
W =∂
∂
 следует решить задачу Коши (38), 
(39). 
Приближенное решение этой задачи 
можно осуществить по такой же схеме, как и для 
задачи Коши (16), (17). Дискретизируем интервал 
−−==−+−= 1
1,...,,2,1),1(1 NNnnz NNn δδ шаг 
дискретизации. Проинтегрируем уравнение (38) в 
пределах от mz  до 1+mz . Тогда будем иметь  
.02
1
1 =−+− ∫++ qmnqn
z
z
nn
q
mn
q
mn izduWiuu
m
m
ψκκ        (40) 
Здесь .)();(
1
zdzzuu
m
m
z
z
qqmm
q
n
q
mn ∫+== ψψ  
Аппроксимируя интегралы в (40) по квадратур-
ной формуле трапеции, получаем следующую 
рекуррентную формулу для расчета q mnu : 
,...,,1
,1
1
1
1
1
1
Nm
Wi
i
Wi
Wiuu
nmNn
qmNn
nmNn
nmNnq
mn
q
mn
=
++
++
−=
+
++
δκ
ψδκ
δκ
δκ
         (41) 
 
где .0)1();( 1 =−== qnqnmnnm uuzWW  
Из (41) имеем 
 
q
NnR
q
nq
n ua
W
u ≅∂
∂= )0()0( .                        (42) 
Можно показать, что погрешность фор-
мулы (42) имеет порядок 2Nδ . Следовательно, ал-
горитм расчета сглаживающего функционала и 
его градиента имеют одинаковую погрешность 
(см. формулы (20), (21)). 
Как следует из (41), для вычисления гра-
диента сглаживающего функционала достаточно 
определить значение )( mnnm zWW =  решения за-
дачи Коши (28), (29). 
Рассмотрим теперь проблему выбора на-
чального приближения для алгоритма минимиза-
ции. Покажем, что при достаточно малых значе-
ниях частотного параметра κ  она сводится к ре-
шению линейной системы алгебраических урав-
нений, матричные коэффициенты которой выра-
жаются через исходные данные (коэффициент 
отражения) обратной задачи. 
Предположим, что для малых значений 
1<κ  решение задачи Коши (28), (29) можно 
представить в виде ряда по степеням nκ , а именно 
.)()(
0
∑∞
=
=
n
n
n zczW κ                         (43) 
Для определения коэффициентов )(zcn  
подставим (43) в уравнение (28) и условие (29). 
После ряда преобразований получим следующие 
рекуррентные формулы для коэффициентов )(zcn : 
....,2,)()()(
,)()1()(,1)(
1
0 1
1
0 1
10
=−=
++−=−=
∑ ∫
∑ ∫
−
= −
−−
= −
nzdzczcizc
zdzaizizczc
n
q
z
qnqn
Q
q
z
qq ψ
 (44) 
Далее, будем предполагать, что диэлект-
рическая проницаемость )(zε  является вещест-
веннозначной функцией, а в качестве линейно 
независимых функций )(znψ  выберем 
,)1()( nn zz +=ψ  ...,1,0=n . Эти ограничения не 
имеют принципиального характера, но позволяют 
несколько упростить дальнейшие преобразования. 
В частности, интеграл в (44) может быть вычис-
лен в явной форме 
 
.1
)1()(
1
1∫
−
+
+
+=
z q
q q
zzdzψ  
Докажем, что при достаточно малых  
значениях частотного параметра 1<<κ  функ-
ционал (30) является непрерывно дифференци-
руемой выпуклой функцией на пространстве 1+QR . 
Для этого следует доказать, что функции ,
2
mm WW −  
Pm ...,,2,1=  обладают этим свойством. Напомним, 
что ),0( mm WW κ= – решение задачи Коши (28), (29) 
при mκκ =  и ∑
=
+=
Q
n
n
n zaz
1
)1()(ε . Ограничиваясь 
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четырьмя членами ряда (43) (условие малости на 
частотный параметр κ ) и используя рекуррент-
ную формулу (44), будем иметь 
 
).(1 433
2
21 mmmmm OcicciW κκκκ ++++−=               (45) 
 
Здесь 
;)3)(1()1(2
)32()1(
)(
)3)(2)(1(4
;)2)(1(2;1
1
1
0
0
0
2
2
0
0
0
3
0
0
2
0
0
1
∑∑
∑
∑
∑∑
+=
−
=
=
=
==
++++
−+
+++
−+
++++
−−=
++
−−=+
−=
Q
qp
p
Q
q
qq
Q
q
qq
Q
q
qq
Q
q
qq
Q
q
qq
qpp
a
q
a
qq
a
qqq
a
c
qq
a
cq
a
c
δ
δ
δ
δδ
      (46) 
 
q0δ  – символ Кронекера. 
Теперь представим функцию 
2
mm WW −  
в следующем виде: 
 
);...,,,(
)...,,,(
10
2
2
10
2
1
2
Q
Qmm
aaaf
aaafWW
+
+=−
         (47) 
 
;),...,,(
;1),...,,(
3
31102
2
2101
mmmQ
mmQ
Wccaaaf
Wcaaaf
′′−+=
′−+−=
κκ
κ
               (48) 
 
где ).Im();Re( mmmm WWWW =′′=′  
Тогда для выпуклости этой функции    
достаточно установить, что этим свойством обла-
дают функции (48). Как следует из (46), функции 
)...,,,( 101 Qaaaf  и )...,,,( 102 Qaaaf  являются бес-
конечно дифференцируемыми по переменным 
,...,,, 10 Qaaa  поэтому для выпуклости этих функций 
следует доказать, что квадратичные формы [18] 
 
,2,1,
)...,,,(
0,
10
2
=∂∂
∂∑
=
naa
aaaf
qp
Q
qp qp
Qn ηη           (49) 
являются неотрицательными на 1+QR  для всех 
значений ....,,, 10 Qaaa  
 Из (48) с учетом (46) получаем 
....,,1,0,
,)3)(1)(1(
2
,0
3
2
2
1
2
Qqp
qpqpaa
f
aa
f
m
qp
qp
=
++++=∂∂
∂
=∂∂
∂
κ           (50) 
 
Следовательно, функция )...,,,( 101 Qaaaf  
является выпуклой, а выпуклость функции 
)...,,,( 102 Qaaaf  вытекает из неотрицательности 
главных миноров матрицы 
.
)3)(1)(1(
2
0,
3 Q
qp
m
qpqp =
⎟⎟⎠
⎞
⎜⎜⎝
⎛
++++
κ  Таким образом, 
функции PmWW mm ...,,2,1,
2 =−  являются вы-
пуклыми. Поэтому функционал =Φ )...,,,( 10 Qaaa  
∑
=
−=
P
m
mm WWP
1
21  также является выпуклой 
функцией переменных ....,,, 10 Qaaa  Этот функ-
ционал с помощью (48) можно представить сле-
дующим образом: 
 
( )
∑ ∑
∑
∑
−
= +=
=
=
++
−+
++
−+
++
−+=Φ
1
0 1
0
0
2
2
0
0
0
10
,)1(1
)1(
)(
1...,,,
Q
q
qp
Q
qp
pqq
Q
q
q
qq
Q
q
q
qq
Q
Dp
a
q
a
B
q
a
Aq
a
Aaaa
δ
δ
δ
               (51) 
 
где 
 
( )
;32
21
;)3)(2(12
122
;1
1
2
1
22
2
1
∑
∑
∑
=
=
=
⎟⎟⎠
⎞
⎜⎜⎝
⎛
+
′′−=
⎟⎟⎠
⎞
⎜⎜⎝
⎛
⎟⎟⎠
⎞
⎜⎜⎝
⎛
++−′′−+
′+=
+=
P
m
mm
mq
P
m
m
m
mm
q
P
m
m
q
WB
qqWq
WA
WA
κκ
κκκ  
 
.
1
1
Im,
1
1
Re
;
3
2
12
1
2
⎟⎟⎠
⎞
⎜⎜⎝
⎛
+
−=′′⎟⎟⎠
⎞
⎜⎜⎝
⎛
+
−=′
⎟⎟⎠
⎞
⎜⎜⎝
⎛
++
′′+= ∑
=
m
m
m
m
m
m
P
m
mm
mqp
R
R
W
R
R
W
qp
W
D
κκ
 
 
Согласно [18], стационарные точки этого функ-
ционала совпадают с точками глобального мини-
мума, поэтому определяя градиент функцио-  на-
ла (51) и приравнивая его нулю, получим сис-
тему линейных алгебраических уравнений отно-
сительно коэффициентов ( )Q
pp
a
0= . Решение этой 
системы уравнений совпадает со стационарной 
точкой функционала (51), а следовательно, и с 
точкой глобального минимума. Эта система 
уравнений имеет следующий вид: 
 
....,,1,0,
0
QpbaA pq
Q
q
pq ==∑
=
                       (52) 
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Здесь 
∑
∑
=
=
+
−−′
++
+⎥⎥⎦
⎤
⎢⎢⎣
⎡
⎟⎟⎠
⎞
⎜⎜⎝
⎛ −++
+′′+=
P
m
m
m
P
m
m
mmp
p
pW
p
pp
pWpb
1
2
1
2
;2
1
1
1
1)3)(2(
)4(2
1
1
κ
κκ
      (53) 
.1
3
2
)1)(1(
1
1
2∑
=
⎟⎟⎠
⎞
⎜⎜⎝
⎛ −++
′′
++=
P
m
mm
mpq pq
W
qp
A κκ           (54) 
 
 Из (53), (54) следует, что матричные эле-
менты pqA  и правые части pb  системы уравне-
ний (52) выражаются через входные данные (зна-
чения коэффициента отражения на конечном 
множестве частотного параметра ,mκ  
)...,,2,1 Pm =  обратной задачи. Таким образом, 
определяя из (52) коэффициенты ( )Q
pp
a
0= , полу-
чим начальные приближения для процесса мини-
мизации функционала (30).  
3. Результаты численных эксперимен-
тов. На основе разработанных алгоритмов реше-
ния прямых и обратных задач дифракции волн на 
слоистых структурах был проведен ряд числен-
ных экспериментов, демонстрирующих эффек-
тивность предложенного подхода к непрямому 
определению параметров таких структур. 
В качестве модели экспериментальных 
данных использовалась частотная зависимость 
комплексного коэффициента отражения )(κR , 
полученная по результатам решения прямых за-
дач дифракции. 
Результаты первого численного экспери-
мента представлены на рис. 2, где показана в 
процентах относительная ошибка восстановления 
профиля диэлектрической проницаемости 
)(
)()(
z
zz
T
Tε
εεδ −= 100 %, ( )(zε  – восстановленный 
профиль, )(zTε  – исходный профиль). 
Целью численного эксперимента было 
определение влияния погрешности решения пря-
мой задачи с помощью предложенного выше  
алгоритма на точность восстановления профиля 
относительной диэлектрической проницаемости 
слоя. В качестве параметра, характеризующего 
погрешность алгоритма в соответствии с итера-
ционной формулой (20), была выбрана вели-   
чина Nδ . 
Относительная диэлектрическая прони-
цаемости слоя принималась в виде экспонен-
циальной зависимости ,01,)( )1(2 ≤≤−= + zez zaTε  
a – некоторое число (в численном эксперименте 
).5,0=a  Как известно [19], для таких функций 
)(zTε  прямая задача дифракции имеет аналитиче-
ское решение в терминах цилиндрических функ-
ций. В частности, для коэффициента отражения 
)(κR  справедлива формула 
,
))(())((
))(())((
)(
10011010
01100101
NeNiiJJJeJiNiN
NiNeJiJJiJeiNN
R
aa
aa
+−++−
−−+−−=
=κ
(55) 
где  
;;; ⎟⎠
⎞⎜⎝
⎛=⎟⎠
⎞⎜⎝
⎛=⎟⎠
⎞⎜⎝
⎛= annnnnn eaNNaJJaNN
κκκ  
;1,0; =⎟⎠
⎞⎜⎝
⎛= neaJJ
a
nn
κ  −nN функция Неймана; 
nJ  – функция Бесселя.  
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Рис. 2. Относительная погрешность восстановления профиля 
диэлектрической проницаемости для различных значений 
величины δN: δN = 10–3 – сплошная линя; δN = 2⋅10–3 – пунктир; 
δN = 4⋅10–3 – штриховая линия; δN = 10–2 – штрихпунктирная 
линия 
 
Формула (55) имеет место для случая 
нормального падения монохроматической E-поля-
ризованной плоской волны на диэлектрический 
слой. 
Входные данные для обратной задачи 
моделировались согласно формуле (55). Базисные 
функции для восстановления профиля диэлектри-
ческой проницаемости )(zε  были выбраны в виде 
( ) ...,,2,1,0,1)( =+= nzz nnψ  так что 
( ) .1)(
0
∑
=
+=
Q
n
n
n zazε                        (56) 
Коэффициенты ( )Qnna 0=  определялись с по-
мощью алгоритма минимизации функционала (30). 
Как видно из рис. 2, уже при 310−=Nδ  макси-
мальная погрешность восстановления профиля 
диэлектрической проницаемости )1(2)( += zaT ezε  
составляет менее 0,05 %. При этом коэффициент 
отражения вычислен для трех значений частотно-
го параметра κ, а количество базисных функций в 
разложении (56) было равно четырем ( 4=Q ). 
Анализ полученных результатов позволяет сде-
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лать вывод о том, что увеличение количества ба-
зисных функций в разложении (56), как и коли-
чества значений частотного параметра, для кото-
рых задавался коэффициент отражения, не при-
водит к существенному изменению погрешности 
восстановления профиля диэлектрической про-
ницаемости. 
Кроме того, интересно отметить, что на-
чальные значения коэффициентов na  для алго-
ритма минимизации функционала (30) задавались 
с относительной погрешностью более 50 %. Тем 
не менее, это практически не влияло на процесс 
минимизации. 
Результаты восстановления параболиче-
ского профиля czbzazТ ++= 2)(ε  ,9( == ba  
)25,3=c  демонстрирует рис. 3. Входные данные 
(коэффициент отражения) генерировался с помо-
щью алгоритма (20)–(24) в частотном диапазоне 
31 ≤≤ κ .  
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Рис. 3. Относительная погрешность восстановления профиля 
диэлектрической проницаемости для различного количества 
базисных функций в (56): трех – сплошная линия; четырех – 
пунктир; пяти – штриховая линия; шести – штрихпунктирная 
линия 
 
На рис. 4 приведены частотные зависи-
мости реальной и мнимой частей коэффициента 
отражения в этом диапазоне частот для случая 
нормального падения монохроматической          
E-поляризованной плоской волны. В качестве 
входных данных брались значения комплексного 
коэффициента отражения для трех значений час-
тотного параметра 3,2,1=κ  (на рис. 4 они отме-
чены крестиками). Параметр погрешности реше-
ния прямой задачи был 310−=Nδ . 
На рис. 3 показана относительная по-
грешность восстановления профиля диэлектриче-
ской проницаемости для различного количества  
базисных функций в разложении (56). Как и сле-
довало ожидать, минимальная погрешность вос-
становления профиля была для случая трех ба-
зисных функций (полином второй степени). 
Целью второго численного эксперимента 
было определение оптимального параметра регу-
ляризации α  для сглаживающего функционала (32). 
Для этого исследовалась зависимость от парамет-
ра регуляризации α  невязки )(αN , которая оп-
ределяется по формуле 
.)(
2
1
1
2
1
2
⎟⎟
⎟⎟
⎟
⎠
⎞
⎜⎜
⎜⎜
⎜
⎝
⎛ −
=
∑
∑
=
=
P
n
T
n
P
n
T
nn
R
RR
N
α
α          (57) 
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Рис. 4. Частотные зависимости реальной (сплошная линия) и 
мнимой (пунктир) частей коэффициента отражения 
 
Здесь PnRR n
TT
n ...,,2,1),( == κ  – значе-
ния коэффициента отражения на заданной сетке 
частотного параметра Pnn 1)( =κ  (входные данные); 
)( nn RR καα =  – значения коэффициента отраже-
ния на этой же сетке Pnn 1)( =κ , полученные с по-
мощью алгоритма решения прямой задачи ди-
фракции для профиля диэлектрической прони-
цаемости ( ) ,1)(
0
∑
=
+=
Q
n
n
n zaz
ααε  на котором сгла-
живающий функционал (32) достигает минимума 
при заданных значениях параметра регуляриза-
ции α . На рис. 5, а изображены зависимости 
)(αN  от параметра регуляризации для 
301,0 ≤≤ κ  – сплошная линия и для 42 ≤≤ κ  – 
пунктир.  
В качестве восстанавливаемого профиля 
была выбрана функция 
)),1(2sin()( 2 ++++= zdczbzazТ πε          (58) 
для которой в численном эксперименте полага-
лось .276,0,7,8,8 ==== dcba  Сетка частот 
была эквидистантной и задавалась на двух интер-
валах изменения частотного параметра 
301,0 ≤≤ κ  и 42 ≤≤ κ . Как видно из рис. 5, а, 
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для обоих интервалов изменения частотного па-
раметра невязка )(αN  имеет минимум при неко-
тором значении параметра регуляризации 
725,3lg −=α  – для интервала (0.01,3) – сплошная 
линия и 75,4lg −=α  – для интервала (2,4) – пунк-
тир. При этих значениях параметра регуляриза-
ции были восстановлены соответствующие про-
фили диэлектрической проницаемости. Они пред-
ставлены на рис. 5, б при 301,0 ≤≤ κ  – пунктир; 
при 42 ≤≤ κ  – штриховая линия. На этом же 
рисунке изображен исходный профиль (58) 
сплошная линия. 
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Рис. 5. Зависимости невязки от параметра регуляризации (а); 
профили диэлектрической проницаемости при оптимальных 
значениях параметра регуляризации (б) 
 
Как легко заметить, указанное выше зна-
чение параметра регуляризации является опти-
мальным с точки зрения минимальной погреш-
ности восстановления. На рис. 6 представлены 
относительные ошибки восстановления при оп-
тимальных значениях параметра регуляризации. 
Следует отметить, что интервал частотного пара-
метра 42 ≤≤ κ  более предпочтителен для вос-
становления диэлектрической проницаемости, 
чем интервал 301,0 ≤≤ κ . 
Для большинства исследованных профилей 
подходящий диапазон частотного параметра κ 
лежит в пределах от 0,5 до 4. Как показал анализ 
численных результатов, смещение частотного 
интервала в более коротковолновый диапазон 
( ∫
−
=>>
0
1
)(,1 zdzсрср εεεκ ) приводит к росту оп-
тимального значения параметра регуляризации и 
увеличению погрешности восстановления профи-
ля диэлектрической проницаемости. Поэтому 
наиболее приемлемым частотным диапазоном 
изменения входных данных для обратной задачи 
является резонансный диапазон срεκ  ∼ .2π  
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Рис. 6. Погрешность восстановления профиля диэлектриче-
ской проницаемости при 0,01 ≤ κ ≤ 3 и lgα = –3,725 – сплош-
ная линия; при 2 ≤ κ ≤ 4 и lgα = –4,75 – штриховая линия 
 
Теперь обсудим результаты третьего 
численного эксперимента по изучению влияния 
случайных ошибок входных данных на восстанов-
ление профиля диэлектрической проницаемости. 
Процесс появления случайных ошибок во 
входных данных моделировался следующим об-
разом. Частотная зависимость коэффициента от-
ражения )(κR , полученная из решения прямой 
задачи дифракции, заменялась на )(κR  по фор-
муле 
),1)(()( nnn RR γτκκ +=                        (59) 
где nτ  – случайные числа из интервала (–1,1) с 
равномерным законом распределения; Pnn 1)( =κ – сет-
ка частот. Очевидно, что среднее значение )( nR κ  
равно )( nR κ , а дисперсия равна γ . Величина γ  
является характеристикой точности входных дан-
ных. Погрешность определения коэффициента 
отражения )( nR κ  на сетке частотного параметра 
P
nn 1)( =κ  была равна 410−=Nδ . В качестве исход-
ного профиля диэлектрической проницаемости 
была выбрана функция (58). 
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На рис. 7 приведены частотные зависи-
мости реальной (сплошная линия) и мнимой 
(пунктирная линия) частей одной из реализаций 
случайной функции )(κR  при нормальном паде-
нии монохроматической E-поляризованной пло-
ской волны на слой с диэлектрической проницае-
мостью, заданной по формуле (58). Величина, 
характеризующая точность входных данных,  
составляла 1,0=γ . 
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Рис. 7. Частотные зависимости реальной (сплошная линия) и 
мнимой (пунктирная линия) частей одной из реализаций слу-
чайной функции )(κR  
 
Результаты восстановления профиля ди-
электрической проницаемости при оптимальном 
значении параметра регуляризации α  демонстри-
рует рис. 8, а для различных значений 01,0=γ – 
пунктир; 05,0=γ – штриховая линия; 1,0=γ – 
штрихпунктирная линия. Здесь же сплошной ли-
нией представлен точный профиль диэлектриче-
ской проницаемости. Как видно из рис. 8, б, на 
котором представлена относительная погреш-
ность восстановления профиля диэлектрической 
проницаемости слоя для различных значений 
01,0=γ – сплошная линия; 05,0=γ – пунктир; 
1,0=γ – штриховая линия, эта погрешность уве-
личивается с ростом величины γ . При этом на 
концах интервала изменения профиля (границы 
слоя) эта погрешность принимает максимальные 
значения (для 1,0=γ  %4≈δ , а для 05,0=γ  
%3≈δ ). Важно отметить одну особенность по-
ведения относительной погрешности восстанов-
ления, состоящую в том, что ее максимальное 
значение не превосходит величины максимальной 
ошибки во входных данных  
 
.maxmax R
RR
T
T −≤−ε
εε  
 
Таким образом, приведенные результаты 
численных экспериментов демонстрируют воз-
можности и работоспособность предложенного 
подхода к решению обратных задач теории ди-
фракции волн на слоистых диэлектрических 
структурах. 
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Рис. 8. Профили диэлектрической проницаемости точный и 
восстановленные (а) и относительная погрешность восстанов-
ления профиля диэлектрической проницаемости (б)  
 
Выше при изложении результатов чис-
ленных экспериментов неявно предполагалось, 
что потери в диэлектрическом слое пренебрежи-
мо малы. Однако учет потерь имеет принципи-
альное значение для обратных задач дифракции. 
Далее, на одном примере демонстрируется вос-
становления профиля диэлектрической прони-
цаемости для случая, когда ее мнимая часть от-
лична от нуля и ее величина является функцией 
пространственной координаты. В качестве функ-
ции, описывающей диэлектрическую проницае-
мость, была выбрана следующая:  
).()( 22
2
211
2
1 czbzaiczbzazТ +++++=ε          (60) 
 
В численном эксперименте полагалось 
.125,0;1;25,3;9 222111 ====== cbacba  
 На рис. 9 показана ошибка восстановле-
ния реальной и мнимой частей диэлектрической 
проницаемости для случая, когда коэффициент 
отражения задавался для трех значений частотно-
го параметра .3,2,1=κ   
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Рис. 9. Погрешность восстановления реальной (сплошная 
линия) и мнимой (пунктир) частей диэлектрической прони-
цаемости 
 
Как видно из рис. 9, максимальная по-
грешность восстановления мнимой части диэлект-
рической проницаемости значительно больше 
аналогичной величины для ее реальной части. 
Такая особенность алгоритма восстановления 
профиля диэлектрической проницаемости с поте-
рями, как показали численные расчеты, имеет 
место и для профилей, отличных от (60). 
Выводы. Таким образом, рассмотрена 
обратная задача восстановления относительной 
диэлектрической проницаемости неоднородного 
слоя по частотной зависимости комплексного 
коэффициента отражения. Предложен численный 
метод решения этой задачи, который сводит ее    
к задаче оптимального управления для уравне-
ния Риккати и минимизации функционала невязки. 
Разработан алгоритм расчета градиента функцио-
нала невязки, что позволило для процесса мини-
мизации применить метод сопряженных градиен-
тов. Вычислительная эффективность предложен-
ного метода продемонстрирована на ряде мо-
дельных обратных задач дифракции. Разработан-
ный метод можно в дальнейшем распространить 
на случай, когда диэлектрическая проницаемость 
неоднородной среды обладает частотной диспер-
сией (модели Дебая и Друде). 
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A NUMERICAL ANALYTICAL METHOD  
FOR SOLVING REVERSE PROBLEMS  
OF WAVE DIFFRACTION 
BY LAYERED INHOMOGENEOUS MEDIA 
 
A numerical analytical method of the reverse problem 
solution is suggested for the relative permittivity profile of layered 
inhomogeneous media to be obtained from the frequency depen-
dence of the reflection coefficient of a monochromatic plane elec-
tromagnetic wave. The idea of the method is to reduce the initial 
reverse problem to the optimal control problem of the Riccati 
equation. The solution scheme employs a numerical analytical 
method for the direct problem solution of monochromatic plane 
wave diffraction by layered inhomogeneous media and takes ad-
vantage of some algorithm developed for smoothing the gradient 
of the residual functional. With the algorithms elaborated for solv-
ing the direct and reverse problems of wave diffraction by layered 
structures, a series of numerical experiments has been performed, 
А. В. Бровенко и др. / Численно-аналитический метод… 
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the efficiency of the suggested approach in not a direct determina-
tion of layered structure parameters is demonstrated. 
Key words: reverse problem, reflection coefficient, re-
sidual functional, regularization technique. 
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ЧИСЕЛЬНО-АНАЛІТИЧНИЙ МЕТОД 
РОЗВ’ЯЗАННЯ ОБЕРНЕНОЇ ЗАДАЧІ  
ДИФРАКЦІЇ ХВИЛЬ  
НА НЕОДНОРІДНОМУ ШАРІ 
 
Запропоновано чисельно-аналітичний метод 
розв’язання обернених задач визначення профілю відносної 
діелектричної проникності шару за частотною залежністю 
коефіцієнта відбиття монохроматичної плоскої електромагніт-
ної хвилі. В основі цього методу – ідея приведення первинної 
оберненої задачі до задачі оптимального керування для рів-
няння Ріккаті. Побудова розв’язку цієї задачі використовує 
чисельно-аналітичний метод розв’язку для прямих задач диф-
ракції монохроматичних плоских хвиль на неоднорідному 
шарі та запропонований алгоритм розрахунку градієнта зглад-
жуючого функціоналу нев’язки. На основі розроблених алго-
ритмів розв’язання прямих і обернених задач дифракції хвиль 
на шаруватих структурах було проведено ряд обчислювальних 
експериментів, які демонструють ефективність запропонова-
ного підходу до непрямого визначення параметрів таких струк-
тур. 
Ключові слова: зворотна задача, коефіцієнт від-
биття, функціонал нев’язки, метод регуляризації.  
 
